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Temos por defini¢do de fatorial: Dado um nimero natural n, calcula-se seu fatorial pelo
produto de n com seus antecessores, até o namero 1. Ou seja, representando o fatorial de n
por n! (Ié-se: n fatorial), temos:

nn=n-(n—1)-(n—2)..-2-1, n € N.
Exemplo, o fatorialde 6é 6! =6-5-4-3-2-1 =720

Em particular, temos que o fatorial de 1 é ele mesmo (1! = 1) e define-se o fatorial de zero
(0" pelo valor 1.

Observacao: Ha diferenca entre (n—k)! e n!—k!. Observe o exemplo considerandon = 6 e
k = 4, temos:

(6-4)=21=2-1=2

6! —4! =720 — 24 = 696

Principio Fundamental da Contagem

O Principio Fundamental da Contagem configura-se numa ferramenta essencial em diversas
areas, utilizando a multiplicacdo como artificio principal.

Para a compreensdo de seus processos, suponha que vocé precise se arrumar e tenha

disponiveis trés cal¢as e cinco camisas. Quantas maneiras diferentes sdo possiveis? Observe o
diagrama a seguir:

Camisa 1 Camisa | Camisa 1
Camisa 2 Camisa 2 Camisa 2
Calga 1 Camisa 3 Calga 2 Camisa 3 Calga 3 Camisa 3
Camisa 4 Camisa 4 Camisa 4
Camisa 5 Camisa 5 Camisa S

S possibilidades + S possibilidades + 5 possibilidades

Vocé pode escolher a primeira cal¢a e qualquer uma das cinco camisas, formando cinco
possibilidades. Ou pode escolher a segunda calca e (também) qualquer uma das cinco
camisas, totalizando mais cinco possibilidades. Ou, por fim, pode escolher a Gltima calca,
também totalizando mais cinco possibilidades. Portanto, para as trés calcas e as cinco
camisas, vocé tem 15 possibilidades de escolha.

Em geral, pensamos:

3 calgas - 5 camisas = 15 possibilidades.
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Permutacdo Simples

Uma permutacdo simples a a ordenacao dos elementos de um conjunto finito, quando seus
elementos néo se repetem, séo distintos.

A quantidade P,, de repeti¢cGes de um conjunto de n elementos é igual a n! (1é-se n fatorial). A
férmula para determinar a quantidade de permutacGes simples é:

P, =n!
Exemplos:

1 — Os diferentes modos de organizar as letras de uma palavra sdo chamados de anagramas.
Quantos anagramas existem para a palavra PATO?

Essas sdo as possibilidades:

12 posicdo 22posicio [ 32 posigio 42 posicéo

4 possibilidades | 3 possibilidades | | 2 possibilidades | | 1 possibilidades ‘

Assim como a palavra PATO tem quatro letras temos:
P,=41=4x3x2x1=24
Portanto ha 24 permutacdes para a palavra PATO.
2 — Calcule o valor de P;.
P,=71=7X6X5%X4Xx3x%x2x1=5040

Permutacdo com Repeticao

Uma permutacdo com elementos repetidos acontece quando em um conjunto de n
elementos, alguns sdo iguais.

Na férmula para determinar o nimero de permutag¢6es com repeticao, dividimos o
fatorial do niumero total de n elementos, pelo profuto entre os fatoriais dos elementos
que se repetem.

n!
Pn (abc,...) _

“alxb!'xcl..
Exemplos:

1 - Vamos determinar quantas permutacdes existem para a palavra OVO. Vejamos
0S anagramas:

OVO, OVO, 0oV, 0oV, VOO, VOO
O numero de permutacgdes simples é dada por

P,=3x2x1=6

U Matematica

unioeste

Universidade Estadual do Oeste do Parana



Mas algumas permutacdes se repetem e ndo podemos conté-las duas vezes, por isso
usamos a permutacdo com repeti¢do, com a letra O repetida duas vezes.

P3(2)=E=3x2x1_§=3

2l 2x1 2
2 — Defina o0 niumero de permutacGes para as letras da palavra BANANA.
6/ 120

G, 2) _
Pe T 3Ix20 2

60

Arranjo Simples

O arranjo simples € um caso de agrupamento estudado na analise combinatoria.
Dado um conjunto de elementos, conhecemos como arranjos simples todos 0s
agrupamentos ordenados que podemos formar com uma quantidade de elementos
desse conjunto. O arranjo simples é bastante comum em problemas que envolvem
filas, senhas, placas de automoveis, entre outros.

O arranjo simples e a combinacao simples sdo comumente confundidos, por serem
dois casos de agrupamentos, a diferenca entre eles é que, no arranjo simples a ordem
dos elementos no agrupamento € relevante, ja na combinagdo néo.

Exemplo:

1 — Dado o conjunto {A, B, C, D}, vamos construir os arranjos desses elementos
tomados dois a dois.

Resolucao:

Como a ordem é importante (A, B) é diferente de (B, A), portanto 0s agrupamentos
séo:

(A, B); (B, A); (A, C); (C, A); (A, D); (D, A); (B, C); (C, B); (B, D); (D, B); (C, D);
(D, C).

Muitas vezes listar todos os arranjos de um conjunto se torna inviavel, para isso
utilizamos uma foérmula.

Formula de Arranjo Simples

Para resolver problemas de analise combinatoria, podemos recorrer ao principio
fundamental da contagem, do qual decorre a formula do arranjo simples. Operacoes
como o Fatorial de um nimero sdo bastante recorrentes para calcular a quantidade
de agrupamentos. O fatorial de um numero natural, nada mais ¢ do que a
multiplicacdo desse numero por todos 0s seus antecessores maiores que O.

n=nxXxnh-1)xn-2)..x2x1
Exemplos:

3'1=3x2Xx1=6

U Matematica

unioeste

Universidade Estadual do Oeste do Parana



51=5X4x3x2x1=120

Para calcular o total de arranjos possiveis de um conjunto formado por n elementos
tomados de k em k, utilizamos a seguinte formula:

n!
Apg = TS
n — quantidade de elementos no conjunto.
k — quantidade de elementos em cada agrupamento.
Exemplo 1:

Utilizando a situagéo anterior do conjunto {A, B, C, D}, vamos calcular o total de
arranjos possiveis de 4 elementos tomados 2 em 2.

n!

Ak = 1o
4 4 4.3.21
A4'2_(4—2)!_Z_ T

Exemplo 2:

Como meio de incentivar os estudantes a realizarem uma prova diagnostica, uma
determinada escola decidiu sortear trés estudantes para serem premiados,
respectivamente, com: um dia no clube, uma bola de futsal e um jogo de xadrez.
Sabendo que 20 estudantes foram fazer a prova e que esses trés alunos seriam
sorteados simultaneamente, qual é a quantidade de resultados possiveis para esse
sorteio?

n!
~m—k)

e 200 20.19.18. 17!
2037 (20 -3)1 17!

An,k

=20.19.18 = 6840

Arranjo com Repeticdo

Arranjo com repeti¢éo, ou arranjo completo, sdo todos os agrupamentos ordenados
que podem ser formados com p elementos de um conjunto com n elementos,
sabendo que um mesmo elemento pode se repetir entre 0s p elementos.

Para calcular o arranjo com repeticdo (AR) de n elementos tomados p em p,
utilizamos a formula:

ARy, =n?

Exemplo 1:
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Quantos agrupamentos ordenados podemos formar com duas letras entre as letras
A, B, C, admitindo repeti¢éo?

AR, , = nP
AR3,2 = 32 = 9
Exemplo 2:

Em um banco, a senha do cartdo é composta de 4 nimeros, que podem ser repetidos
ou ndo, entdo, qual é a quantidade de senhas possiveis para esse cartdo?

Resolucao:

Existem 10 algarismos de 0 a 9, entdo n = 10, e serdo escolhidos 4 deles, entdo p
=4,

AR10’4 - 104 == 10.000
Portanto h& 10.000 senhas distintas possiveis.

Combinacéo

As combinacdes sdo agrupamentos que diferem entre si somente pela natureza dos
elementos, diferente dos arranjos, que diferem entre si pela natureza dos elementos
e pela ordem dos elementos.

De modo geral, calculamos o total de combinagdes possiveis de n elementos
tomados k a k, e, para realizar este célculo, utilizamos a seguinte formula:

n n!
G = =

Exemplo: Calcule todas as combinagdes possiveis de 10 elementos tomados de 4
em 4.

n!

ch=——
K7kl (n—k)!
" 10! 10! 10.9.8.7.6! 5040
clo = = = = =210
41(10 — 4)! ~ 4l 6! 46! 24

Combinacdo com Repeticao

A combinacao com repeticédo, conhecida também como combinacdo completa, é um
tipo de agrupamento estudado na analise combinatdria, que, por sua vez, é a area de
Matematica responsavel por desenvolver técnicas de contagem para varias situagoes
diferentes de agrupamentos. Dado um conjunto com n elementos, conhecemos como
combinagdo com repeticdo todos os subconjuntos formados com k elementos entre
0s n elementos do conjunto.
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A diferenca entre a combinacao simples e a combinacdo completa € que, na simples,
os elementos sdo necessariamente distintos. Para encontrar a quantidade de
combinagdes com repeticao, existe uma férmula especifica.

Dado um conjunto com n elementos tomados de k a k, para calcular a quantidade de
combinagbes com repeticao, utilizamos a seguinte formula:
n+k-1)!

R
CRuk = k!'(n—1)!
Exemplos:

1 — Uma lanchonete oferece 4 tipos de salgados. Qual é o nimero de maneiras que
um cliente pode escolher 6 salgados?

CR _(n+k-1)!
ekl (n = 1)!
(4+6-1! 9 9.8.7.6!
CR4_,6= = 84

6!(4—-1)! 6131 6! 3.2.1

2 — Considere o conjunto {A, B, C, D}, calcule a combinacdo com repeticdo desses
termos tomados de 2 a 2.

CR. . — (n+k—1)!
ekl (n = 1)!
(4+2-1)! _ 5! _ 5.4.31 _
CRyp = 204—1)! 2131 2131 10
Exercicios

1- (ENEM 2017) Um brinquedo infantil caminhdo-cegonha é formado por uma carreta e
dez carrinhos nela transportados, conforme a figura.

No setor de producdo da empresa que fabrica esse brinquedo, é feita a pintura de todos os
carrinhos para que o aspecto do brinquedo fique mais atraente. S8o utilizadas as cores
amarelo, branco, laranja e verde, e cada carrinho é pintado apenas com uma cor. O

' 000000

caminhdo-cegonha tem uma cor fixa. A empresa determinou que em todo caminh&o-
cegonha deve haver pelo menos um carrinho de cada uma das quatro cores disponiveis.
Mudanga de posigdo dos carrinhos no caminhdo-cegonha ndo gera um novo modelo do
brinquedo.

Com base nessas informacdes, quais séo os modelos distintos do brinquedo caminhdo-
cegonha que essa empresa podera produzir?

A) Coa
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2- Uma loja oferece 3 sabores possiveis de sucos, sdo eles: laranja, limao e abacaxi.
Sabendo disso, 0 nUmero de maneiras distintas que um cliente pode pedir 4 sucos é:

A) 12

3- A época que mais aquece o0 mercado de vendas de chocolate é a Pascoa, pensando
nisso, uma fabrica de chocolate, no interior de Goidas, decidiu inovar na producéo de
chocolate criando sabores de ovos de Pascoa com frutas do Cerrado como
ingredientes. Os sabores criados foram chocolate meio amargo com bacupari-do-
cerrado, chocolate ao leite com pera-do-campo, chocolate branco com muricy,
chocolate branco com baru, e chocolate amargo com buriti. Um cliente decidiu ir
até essa loja para comprar 1 ovo de Pascoa para cada um dos seus 3 irméos. Sabendo
disso, 0 numero de maneiras distintas que esse cliente pode escolher esses ovos de
Pascoa é:

4- Jalia deseja viajar e levar 5 pares de sapatos, sabendo que ela possui em seu
guarda- roupa 12 pares, de quantas maneiras diferentes Julia podera escolher 5 pares
de sapatos para a sua viagem?
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5- Em época de eleicdo para o grémio estudantil do colégio, tiveram 12 candidatos
aos cargos de presidente, vice-presidente e secretario. De quantos modos diferentes
estes candidatos poderdo ocupar as vagas deste grémio?

6- Ao preencher um cartdo da loteria esportiva, André optou pelas seguintes
marcagoes: 4 colunas um, 6 colunas do meio e 3 colunas dois. De quantas maneiras
distintas André poderd marcar os cartdes?

7- Em uma prova composta de 20 questdes envolvendo V ou F, de quantas maneiras
distintas teremos doze respostas V e oito respostas F?

8- Fernando é um cara que gosta de musica. Por isso, pensa em seguir carreira de
artista, mas antes precisa de experiéncia. Ele gosta de muitos instrumentos, 7
chamam a sua atencdo, porém ele ndo quer se sobrecarregar. Fernando decide
comecar com trés. Quantas combinacgdes de sons ele pode praticar?

9- (Enem 2005) A escrita Braille para cegos € um sistema de simbolos no qual cada
carater € um conjunto de 6 pontos dispostos em forma retangular, dos quais pelo
menos um se destaca em relacdo aos demais.

Por exemplo, a letra A é representada por:
O numero total de caracteres que podem ser representados no sistema Braille é:

A) 12
B) 31
C) 36
D) 63
E) 720
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